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図1:局所的に平均化された(△l-0.2)素周期軌道の縮退度の平均と分散 (1-C,)
のプロット｡星は数論的 (体積0.94)､ダイヤモンドは非数論的 (体積 1.4)な閉
双曲3-多様体に対するプロットを表す｡実線は最小二乗法によるfittingcurve(前
者はaexp(I)/l､後者はexp(bl)/(cl)の形を仮定｡a,b,Cはパラメーター)｡データ
は3.0<J<7.0を使用｡
縮退度m(l)とは､同じ長さlをもつ素周期軌道の数である｡数論的な系では､lは
2cosh(り- (代数的整数)を満たす｡一方､長さJ以下の素周期軌道の数Ⅳ(JHま､
漸近的にN(I)-exp(21)/lと書かれる｡従って､数論的な系ではlの近傍で平均化
された縮退度は､(m(i))∝exp(i)/lと近似される0-万､非数論的な系で､この
ような縮退度の指数関数的発散が起こるかどうかは自明ではない｡ところが､非
数論的な3次元orbifoldの場合は､同様な指数関数的発散がみられた｡3次元多様
体の場合はどうであろうか?
図1に示すように､筆者による数値計算の結果､非数論的な3-多様体の場合も､
縮退度に指数関数的発散があることが判明した【11]｡ しかし､その発散は､数論
的な場合に比べやや弱い (～exp(0.61))｡この結果は､非数論的な系であっても､
commensuratorがPSL(2,C)上にかなり密に分布していることを示唆している｡
もしそうだとすると､閉双曲空間を非対称化しても,古典的にカオス的な系に対
する予言を期待するのは無理ということになる｡
3.2 モード関数の疑似ランダム性
今度は量子論を考えよう｡閉双曲空間に対応した周期境界条件を課したHelmholtz
型方程式
(V 2+k2)uk(x)-0 (2)
を考える｡この方程式を解析的に求めることは困難であるが､普遍被覆空間上 (無
限の単連結双曲空間)のGreen関数は解析的に求められるので､境界要素法を用
いれば､数値計算によって解くことは可能である.モード関数uk(x)の定量的な振
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る舞いをみるため､モード関数を規格直交化した後､普遍被覆空間上の2乗固有
関数Xvl(x)Yim(0,¢)で展開してみよう｡擬球面座標 (R,x,0,4,)では､展開係数
Evlm を用いて以下のように記述される｡
uu-∑Evl,nXvl(x)Vm(0,4,)LTn (3)
ここでl/- vm であり､双曲空間上で定義される波数である｡また､Yl,nは
(複素)球面調和関数である｡モード関数の空間的な揺らぎの情報は展開係数Evlm
に全て含まれる｡もし､この展開係数が ｢ランダム｣であれば､モード関数の揺
らぎも ｢ランダム｣であることになる｡系が古典的にカオス的であれば､エネル
ギー準位の高い極限では､揺らぎはガウス分布に従うランダム場として振る舞う
ことが期待される｡数値計算の結果､驚くべきことに､エネルギー準位の低い場合
であっても､良い近似で展開係数はガウス分布に従うランダム数とみなしてよい
ことが '明らかになった[12,13】｡より正確には､ある向きを持った観測点に対し,
I(I+1)+m+1の順に並べた展開係数は平均がゼロ､分散がl/-2のガウス分布に
従う｡無論､｢隠れた対称性｣の固定点においては､展開係数の間に強い相関が生
じてしまうので､全ての固有モードを完全なガウス的ランダム場としてみなして
よいわけではない｡又､lが小さい場合は､ランダム性が弱くなる傾向があること
も判明した｡厳密には､J>>1の極限についてのみ成立する性質かもしれない｡
このモード関数の疑似ランダム性の起源は一体何であろうか?十分小さい角度
スケールl>>1の寄与を考えよう｡この場合半径の非常に大きい球面S上での揺
らぎを考えることと同等である｡5-をセル (Dirichlet基本領域)内に引き戻すこと
を考えよう｡するとSはergodicにランダムにセル内を埋め尽くすであろう｡従っ
て､S上の揺らぎは特別な方向を持たない｡このことから､揺らぎはS上ではガ
ウス的なランダム場とみなせるだろう｡lが小さくなれば､対応する球面の半径も
小さくなるので､ランダム性は弱くなるであろう｡しかし､厳密な数学的証明は
未だ成されていない｡
4 結論
紙面の都合で述べられなかったが､モード関数の疑似ランダム性から､閉双曲
宇宙における宇宙背景輪射の温度揺らぎの統計的性質を予言することが可能にな
る｡もし､大角度の温度揺らぎに等方的なskewnessゼロkurtosis正の非ガウス性
があり､さらにスケール依存性が観測されれば､宇宙の空間成分が閉双曲空間の
トポロジーを持つ強い示唆になるものと思われる[14】｡
COBEのデータは10度以下の角度スケールに対しては､ノイズの大きさがシグ
ナルよりも強くなり､天球上で､どの部分が冷たくどの部分が熱いのかを決定する
ことは出来ない｡直接に周期構造を探ったりによる方法や非ガウス性による､宇
宙の ｢有限性｣の探索のためには､ノイズの小さい精密な揺らぎの測定を天球上
の広い範囲にわたって行う必要がある｡
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研究会報告
米航空宇宙局 (NASA)が2001年6月に打ち上げたMAPが2003年1月にデー
タを公表する予定であり､我々は宇宙論的スケールに関する新しい情報を得るこ
とが出来るだろう｡我々の ｢標準的｣宇宙モデルはどこまで正しいのであろうか?
請うご期待｡
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